Wiedergegeben werden Ausschnitte der Vorlesung Signale und Systeme 1 von Prof. Miiller-
Wichards im Wintersemester 2001/2002 am Fachbereich Elektrotechnik und Informatik der
Fachhochschule Hamburg (neuer Name: Hochschule fiir angewandte Wissenschaften Ham-
burg). Die Darstellung erfolgt teilweise vereinfachend. Fiir die Richtigkeit kann keine Gew#hr
iibernommen werden. Korrekturen sind jederzeit willkommen.
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0 Allgemeines

0.1 komplexe Rechnung

Sei z € C, dann bezeichnet Zz die zugehorige konjugiert komplexe Zahl.
™ =1, e/™ = (—1)" = cos(n)
el? = cosp + jsin
cos p = % (ejw + efjw)

1

sinp = % (e —e™¥)
0.2 Integrale
[ vt < [ luco)ae

/x(t)e—mftdt < /\x(t)\ )e—j27rft‘ dt

—00 —00 7'1

T
. P
/eﬂ“"tdtzo fiir k € Z, k # 0,0 = %

0

T T+t
/:U(t) dt = / x(t)dt mit 7 € R, wenn x(t) periodisch mit T
0 0+7

(0.7)

(0.8)



0.3 Anderes

a—00 a—00

o0
lim / |z (t) — l‘a(t)‘Q dt =0 <= lLim. = z(t) Limes im quadratischen Mittel  (0.9)
—00

Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung (C.S.U.):

. csu.
@5 < |Z]]4] (0.10)
(Z,9) = Zmlyl Skalarprodukt ; |Z|]| =« Betrag/Lénge (0.11)
i=1
b b b
C.S.U.

[atwod "< | [aopa - [oea (0.12)
Mittelwertsatz der Integralrechnung (MWS):

1 b
P /f(x) dx = f(x*) bei stetigen f(z): 2* € [a,b] (0.13)

si-Funktion:

sin
fii 0
si(x) = x ir @ # (0.14)

1 firz=0

0.4 Signaleigenschaften

b

/ g(t)dt < oo lokal integrierbar fiir jedes endliche Intervall [a,b] (0.15)

/ |z(t)|dt < oo absolut integrierbar (0.16)

/ |z(t)|? dt < oo endliche Energie nicht periodischer Signale (0.17)

. T

T / |z(t)|? dt < co endliche Leistung periodischer Signale (0.18)
0



1 Fourier-Reihen

1.1 komplexe Darstellung

Grundgedanke: Das mit T periodische Signal soll als Uberlagerung von harmonischen Schwin-
gungen mit den Frequenzen kw re-konstruiert werden.

T
1 A
a0 = /ac(t) dt = 70 Gleichanteil, arithmetisches Mittel, g € R (1.1)
0
T
1 —jkwt 1 .
= x(t)e " dt = §(Ak + jBx) (1.2)
0
e .
x(t) ~ ZakeJkWt (1.3)
—00
n-te Teilsumme der Fourier-Reihe:
n . n . .
sn(t) = Z apel™t = qy + Z <ake3k‘“t + a,ke*ﬂ“‘“t> (1.4)
k=—n k=1

Sei x(t) ein reelles Signal, dann gilt o = .

sp(t) ndhert von allen trigonometrisches Summen ein periodisches Signal z(t) am besten im
Sinne der kleinen Quadrate an.

1.2 reelle Darstellung

Ay = %/:C(t) dt = 2a (1.5)
0
T

A = %/x(t) coskwtdt = 2Reay, (1.6)
0
T

By = %/m(t) sin kwt dt = —2Im oy, (1.7)
0

x(t) Ao + i (Ag cos kwt + By, sin kwt) (1.8)

2 —

k=1



1.3 Konvergenz

Sei z(t) von endlicher Energie in [0,7] und sei s,(¢) die n-te Teilsumme der Fourierreihe von
x(t), dann gilt

n—oo

T
lim | |2(t) — sa(t)|* dt = 0.
/

Die Fourierreihe konvergiert im quadratischen Mittel.

Ferner gilt die Parzevalsche Gleichung (gesamte Leistung des Signals in den Fourierkoeffizien-
ten):

T
- 1
S lauf? = 7. [ latt)
2 J

Wenn das periodische Signal x(t) auf [0,T] beschrinkt ist und aus endlich vielen monotonen
Stiicken besteht, konvergiert die Fourier-Reihe punktweise, jedenfalls dort, wo x(7T) stetig
ist:

lim s,(t) =«(t) fiir z(¢) stetig in t (1.9)
1
lim s,(t) = 3 (z(tT)+x(t7)) fiir t Sprungstelle von z(t) (1.10)

Sei x(t) stetig und periodisch auf [0,7] und differenzierbar in (0,7') und sei z’(¢) von endlicher
Energie auf [0,7], dann konvergiert die Fourier-Reihe gleichmiBig gegen x(t).

Dieser Satz gilt auch noch, wenn z(t) endlich viele ,Ecken‘besitzt (z. B. Dreieckschwingung,
aber kein nicht stetiges Rechteck.

1.4 Korrespondenzen

Differentation Wenn z(t) gleichméfig konvergiert, x(t) o—e oy und /() o— ), dann gilt
o), = jkw oy, fir k € Z baw. oy, = jk:iwa;“ fiir k # 0.

Solange 2/ (t) stetig ist, kann das Verfahren wiederholt werden, andernfalls hilft die Impulsme-
thode weiter. o kann nur aus x(t) berechnet werden.

Verschiebung Wenn z(t) o—e o, dann gilt 1 (t) = z(t — t,) o—e e *0 o

Spiegelung  Wenn z(¢) reell und x(t) o—e oy, dann z(—t) o—eay



2 Fourier-Transformation

2.1 klassische Fouriertransformation

Sei z(t) nicht periodisch, absolut integrierbar und von endlicher Energie. Dann ergibt die

Fourier-Transformation das zu z(¢) gehorige kontinuierliche Spektrum X (f).

e}

Flat} = X(f) = [ a()ye " as

FUX()) = a(t) = / X(f) eIt af
£(t) o—e X(J)

2.2 Korrespondenzen und Rechenregeln

Uberlagerungssatz (Linearitét der Fouriertransformation)

f{Cl.%l(t) + 02.7}2(15)} = le{xl(t)} + Cgf{iﬁz(t)}
clxl(t) + CQZL‘Q(t) o—e Cle(f) + C2X2(f>

Ahnlichkeitssatz mit a # 0, x(t) o—e X (f)

z(a-t) o—e ﬁX(%)

a ,klein“(schmaler Impuls) o—e breites (und flaches) Spektrum

a ,groB3“(breiter Impuls) o—e schmales (und hohes) Spektrum

Verschiebungssatz (Zeitverschiebung) mit z(t) o—e X (f)

w(t —to) o—e PIX(f)

Verschiebungssatz (Frequenzverschiebung) mit X (f) e—ox(t)

X(f - fo) oo ax(t) 20!

(2.1)

(2.7)

(2.8)



Zuordnungssatz mit z(t) reell
Jedes Signal z(t) 148t sich zerlegen in einen geraden und ungeraden Anteil:

vy(t) = %(x(t) La(—t)),  ag(—t) = 2,(t) gerade (2.9)
xyu(t) = %(:v(t) —z(-t)), Zy(—t) = —zy(t) ungerade (2.10)
xg(t) +ay(t) = x(t) (2.11)
Zuordnungssatz:
z(t) = xg(t) 4 @)

| [ |
X(f) = Re(X() + ;Im(X()

Differentationssatz fiir Zeitfunktion mit z(t) o—e X(f)
Giiltig wenn x(t) absolut integrierbar und differenzierbar und wenn z(¢)’ absolut integrierbar.

P(t) o—e j2rfX(f) (2.12)

X(f) kann hiermit vereinfachend aus x’(t) oder ggf. hoheren Ableitungen berechnet werden,
solange die abzuleitende Funktion stetig ist. Andernfalls ist die Impulsmethode anzuwenden.

Parsevalsche Gleichung (dquivalent zur Inversionsformel)

/ 2P dt = / X ()2 df (2.13)

[l =z et = [ xa0) - e ae (2.14)
[stwsma = [ xnvia (2.15)

Die Fourier-Transformations ist ,,abstandserhaltend“, insbesondere haben verschiedene Signale
verschiedene Spektren.

Vertauschungssatz Wenn z(t) o—e X (f) dann X (¢) o—e z(—f).
Zeitsignal und Spektrum sind im ,,gewissen Sinne“ austauschbar.



2.3 Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme) und Faltungssatz

x(t) s y(t)
Signaltransf. in Blackbox:  S{z(t)} = y(t) (2.16)
linear:  S{Az1(t) + paa(t)} = AS{z1(t)} + pS{za(t)} (2.17)
zeitinvariant:  S{z(t)} = y(t) = S{z(t — to)} = y(t — to) (2.18)

Eigenfunktion eines LTI-System ist die harmonische Schwingung z(t) = 27/, die mit un-
verdnderter Kurvenform, nur in Amplitude und/oder Phasenlage veréndert, am Ausgang er-
scheint.

Sei H(f) der Frequenzgang des Systems, so gelten fiir stabile Systeme die folgenden Festlegun-
gen:

y(t) = FH{F{z@®)} - H(f)} (2.19)
Y(f) = X(f)-H(f)  mity(t)o—eY(f) (2.20)
Im Zeitbereich wird das System mit der Impulsantwort beschrieben:

y(t) = x()*h(t)  mit h(t) o—e H(f) (2.21)

Die Faltung von z1(t) mit z2(t) ist definiert als

o0

/ x1(t — 1) zo(r)dr = x1(t) * 22(t) = 22(t) * 21 (1) (2.22)

—00

Bei der Integration ist t als Konstante zu behandeln.

Der Faltungssatz fiir die ,klassische“ Fourier-Transformation lautet:

F{(t) xx(t)} = F{h(t)} - Fla(t)} = H(f) - X(f) (2.23)
2.4 Transformation von Rechteckimpulsen
1
— 0t 7 o—e Tsi(wfT) (2.24)
2 2
a
O—O—b o—e ab si(mfb) (2.25)
a
., L o—e e I2mC g si(m fb) (2.26)



3 erweiterte Fourier-Transformation

3.1 Distributionen

Eine Testfunktion ist eine nicht weiter spezifizierte Funktion mit folgenden Eigenschaften:
1. Fir jede Testfunktions ¢(t) gibt es ein Intervall [a,b], so dass ¢(t) = 0 fiir ¢ ¢ [a,b] gilt.
2. (t) ist beliebig oft differenzierbar.

Die Menge aller Testfunktionen bilden einen Vektorraum D.

Fouriertransformierte von Testfunktionen

o) = Flow) = [ et a (31)

|D(f)] < % d. h. ®(f) féllt schneller ab, als jede Potenz von f (3.2)
p(t) = FHe(NH} (3.3)
O(f) ist absolut integrierbar und beliebig oft differenzierbar.

Ein lineares Funktional Tj ordnet mit Hilfe einer lokal integrierbaren Funktion g(t) jeder
Testfunktion eine komplexe Zahl zu.

T, : D—C

Ty(p(t)) = /gp(t)y(t) dt < oo (3.4)
Ty(e(t)) = (p(t),g(t)) (Kurzdarstellung) (3.5)

Ist g(t) eine Funktion im gewohnlichen Sinne, stellt g(¢) (genauer Ty) eine reguléire Distribution
dar.

Ist g(t) etwas anderes wie etwa die Delta-Funktion bezeichnet man ¢(t) als singuldre Distribu-
tion.



3.2 Fourier-Transformierte von Distributionen

Fiir die Anwendung der Parselvalschen Gleichung auf Distributionen, auch singulére, wird
definiert:

(p()9(t)) = (@(f).F{g(t)}) (3.6)

Umkehrbar eindeutig ist auch die erweiterte Fourier-Transformation. x(¢) und y(t) seien
verschiedene Distributionen:

{po(t), 2(1)) # (wo(t),y(t)) <= (Do(f), X(f)) # (Po(f), Y (])) (3.7)

Rechenregel 1 g(t) sei eine regulére Distribution:

(p(t),cg(t)) = (ep(t),9(t)) (3.8)

Auch fiir ¢(t) giiltig, sofern unendlich oft differenzierbar.

Rechenregel 2
x(t) 0y, = x(to) Oy (3.9)

Rechenregel 3

x(t) *x 0y, = x(t—to) (3.10)

3.3 Schwache Ableitung
Sei g(t) eine Distribution, dann ist die schwache Ableitung Dg(t) folgendermafien definiert:

((t), Dg(t)) = —(£'(t),9(t)) (3.11)

Existiert die gewohnliche Ableitung ¢'(¢), so gilt Dg(t) = ¢'(t).
Diffsatz 1 schwache Ableitung im Zeitbereich, Distribution g(t)
F{Dg(t)} = j2rf F{g(t)} (3.12)

Diffsatz 2 im Frequenzbereich

DF{gt)} = F{-j2ntg(t)} (3.13)

Die Impulsmethode ist ein Verfahren, um die Fourier-Transformierte eines Signal x(t), das
aus einen Polygonzug besteht, mit Hilfe der wiederholten Anwendung der schwachen Ableitung
zu berechnen. Dabei wird eine Sprungstelle der Hohe +a an der Stelle £y zu einem Dirac-Impuls
(Delta-Funktion, s. u.) £ad;, abgeleitet. Anschliefend wird die Fourier-Transformierte dieser
Summe von Delta-Funktionen gebildet und mittels Diffsatz 2 die Fourier-Transformierte des
Ausgangssignal bestimmt.

10



3.4 Delta-Funktion

Auch als Dirac-Impuls bezeichnet, verfiigt die Delta-Funktion § {iber folgende andere Schreib-

weisen und Eigenschaften:
by, = O(t—to) bzw. df =0(f— fo)

firt=t
S(t—t) = {oo ur 0

0 fiir t # ¢
to+a
S(t—to)dt = 1 mita>0
to—a
N
(0.50) = [ o3t~ to) dt = olto)

Fiir die Fourier-Transformation ergibt sich:

ofp = F {ep”fot} Spektrum einer harmonischen Schwingung
b = F{1}
f{éto} = e_j27rft0
Fl{db} = 1
F{Dé;,} = j2nf F{oy} =j2nfe ¥/t
F{Dé&} = j2rf F{D?*s} = (j2rf)?

Fiir LTI-Systeme (vgl. S. 8) gilt, wenn y(t) = S{z(t)}:
S{do} = h(t)*3d = h(t)
S{d,} = h(t)*d, = h(t —to)
s{ePmhtl = FHHPSL) = FTHH )} = Hfo) F' {55,)
= H(fo) ™"
Delta-Funktion als schwache Ableitung der Sprungfunktion e(t):

1 t>0
e(t)y =
0 t<0

Dé(t) = 50
DE—Z(t—to) = 5,50

11

(3.14)

(3.15)

(3.25)



3.5 Anwendung auf periodische Signale und Fourierreihen

Das Spektrum Y (f) eines mit Ty periodischen Signals y(¢) kanns aus dem Spektrum Y(f)
des (nicht periodischen) ,, Mustersignals® yo(t) durch Multiplikation mit einem , Kamm* &qui-
distanter Delta-Funktionen (,,Nadelabstand* fy = Tio) bestimmt werden.

Dieses Spektrum Y (f) ist eine Folge dquidistanter und mit den Fourier-Koeffizienten oy, ge-
wichteter Dirac-Impulse.

yt) = {g(t) ZZ;!?S 2 (3.29)

Yo(f) e wol(t) (3.30)

V() = N0 Y d (3.31)
k=—00

ap = TiOYo(kfo) (3.32)

Ein Faltungssatz Sei z(t) absolut integrierbar (und von endlicher Energie) und sei y(t)
periodisch mit der Periode Ty und aus endlich vielen monotonen Stiicken zusammengesetzt
(Dirichlet-Bedingung), dann gilt:

Fla(t)-y(t)} = Flat)}*Flyt)} (3.33)

Da y(t) periodisch ist, ist F{y(t)} ein Impulskamm.

12



4 Laplace-Transformation

4.1 Definition o0
LD} = /f(t)e—stdt seC (@1)

0
f1) o—s F(s) (12)

Ist das Signal f(t) kausal und exponentiell beschrénkt, dann existiert F'(s). Im einzelnen:

ft) = 0 fiwrt<o0 (4.3)
If@) < Me
Re(s) > 7~ (4.5)

Exponentiell beschréankt sind unter anderem:
1. alle beschrankten und stetigen Funktionen, z. B. sint
2. alle Polynome
3. alle Exponentialfunktionen vom Typ e*, \ € C

Wenn f(t) differenzierbar ist und f’(t) exponentiell beschréinkt ist, dann ist auch f(t) expo-
nentiell beschrénkt. (Der Umkehrschluss, f/(¢) nicht expontiell beschrinkt = f(¢) auch nicht,
ist falsch.)

4.2 Transformationstabelle

Alle f(t) kausal. ft) | F(s)
1
1] =
s
n n!
1
At
e
s— A
1 1
o At
n!te (5= Ayt n €N
a
sin at m a > O
cos at 5
s? +a?
eat _ efat ) a
f = Slnh at m
eat efat s
e te = cosh at 7 2

13



4.3 Rechenregeln
Uberlagerungssatz )\, € C

LW +pfa)} = M{A®} + pL{fa(t)} (4.6)
Umkehrtransformation (In der Praxis mittels Tabellen und Partialbruchzerlegung)
N
ft)y=LYHF(s)} = }Vlm % / F(s)esdt fiir Re(s) >y (4.7)
-N
Ahnlichkeitssatz f(t) o—e F(s):
1
flat) o—e =F (2) (4.8)
F(as) e—o éf (2) fiir a > 0 (4.9)

Verschiebungssatz fiir Zeitfunktion f(t) o—e F(s):

ft—a) o—e e ¥ F(s) (4.10)

Verschiebungssatz fiir Bildfunktion auch ,Dampfungssatz®, f(t) o—e F(s)

e ™f(t) o—e F(s+a) fiir Re(s+a) >y (4.11)

Differentationssatz fiir Zeitfunktion f(t) o—e F(s):

f't) o—e sF(s) = f(0) (4.12)

Differentationssatz fiir Bildfunktion f(t) o—e F(s):
—tf(t) o—e F'(s) (4.13)
(=1)™" f(t) o—e

Integrationssatz  f(t) o—e F(s):

¢
/f(T) dr o—e Fis) (4.15)
0
Faltung und Faltungssatz f;(¢) und f2(t) kausal und austauschbar:
t
fit) = fa(t) = /f1 (1) fo(t — 1) dr (4.16)
0
fi(t) * fa(t) o—e Fi(s) - Fa(s) (4.17)

Sind f1(t) und f2(t) exponentiell beschriankt, dann ist dies auch fy(t) * fa(t).

14



4.4 gewdhnliche Differentialgleichungen (DGL)

linerare DGI 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y'(t)+ay(t) = f(t) y(0)=1yo Anfangswertproblem (AWP) (4.18)
1 1
Y = F 4.19
() = Fls)—m 0 (119)
y(t) = = f{t)xe ™ +yoe (4.20)
Lésungsschema
AWP /DGL Losung der DGL
J(ﬁ PBZT L1
algebraische Gleichung —— Losung
p(s)

Partialbruchzerlegung (PBZ) fiir die echt gebrochen, rationale Funktion ﬁ
q(s
d. h. Z&hlergrad < Nennergrad = n.
q(s) = (s—=A1)(s—=A1)---(s—An) nach dem Fundamentalsatz der Algebra (4.21)

Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung:

1. Ag einfache Nullstelle: Zerlegungsanteil
S — Ak
. . A B
2. A\ zweifache Nullstelle: Zerlegungsanteil +
s=A (5= )2
A A A
3. A\ m-fache Nullstelle: Zerlegungsanteil . —1)% + = ik)z 4+t ﬁ
Soll ein Paar konjugiert-komplexer Nullstellen, zu erkennen am nicht reell zu zerlegenden Nen-
As+ B

s2+ps+q

nerfaktor s> + ps + ¢, nicht im komplexen zerlegt werden, ist als Zerlegungsanteil

zu verwenden.
Funktion und Summe der Zerlegungsanteile gleichsetzen, mit Funktionsnenner ausmultipli-

zieren, dann die Koffizienten mittels geschickten Einsetzen (Nullstellen) und/oder linearen
Gleichungssystem vergleichen.

Ist die Funktion eine Summe echt gebrochen rationaler Funktionen, kann eine summandenweise
PZB sinnvoll sein.

15



Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und verschwindenden Anfangsbedingungen

v +py'+q = f(t), ¥(0)=y(0)=0, pgeR
o—eY(s)- (s* +ps+q) = F(s)

charakterisches Polynom P(s)

1
Y = F - -
6 = F6) g
—_———
Ubertragungsfunktion G(s)
—oyt) = f(t)*g(t)
P(s)=s+ps+q=(s—A)(s—A2) = s*— (A +A)s+ A

Bestimmung von A; und A\ sowie g(t)

2 2
p /P p /
)\1’2 = —§:l: Z—q, D—Z—q, w = ‘D|

1
(eAlt — e’\2t) wenn A\ # A bzw. D # 0
gty = (M~ A

teMt wenn Ay = Ay bzw. D =0

Besonderheit bei D < 0, d. h. A1 und Ao komplex:

g(t) = —e ztsinwt
w

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

Zur Losung ohne verschwindende Anfangsbedingungen siehe Mitschrift vom 16.11.01, S 8-5f.

DGL n-ter Ordnung bei verschwindenden Anfangsbedingungen:

any™ 4 an_1y™ Y + - b ary 4 agy = (1)

= aps" 4 an18"" '+ +ais+ag

P(s)
Gls) = %S)
Y(s) = G(s)-F(s)

y(t) = g(t)* f(t)

16
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4.5 Anwendung auf Systeme

x(t) y(t)
Eingangsignal x(t) ist bekannt. Anfangsbedingungen verschwinden.
) = bt (4.3
i=0
Y ay(t) = D bia?() (4.36)
i=0 i=0
o—e Y (s) Z ais’ = X(s) Z bis' (4.37)
i=0 i=0
ZT‘ZO bisi e q s .
Y(s) = ==— X(s) wobei iiblicherweise m < n (4.38)
D i—g i’
™ bst
Gs) = 2zl (4.39)
D i i’
P-T:-Glied s. 0. mit m = 0, d. h. Eingangssignal ohne iiberlagerte Ableitungen.
Tw +y = Kzx(t) statt K auch Kp iiblich (4.40)
o1 K
—y = —ux(t 4.41
vt 7, %) (4.41)
K
K Tr K 1
G = L= — 4.42
(s) Tis+1 8—1-7% T15+%1 (4.42)
K _v
—og(t) = e 7' (4.43)
1

Sprungantwort Wird das System mit der Sprungfunktion angeregt ist das Ausgangssignal
die Stammfunktion der Impulsantwort.

1firt>0
z(t) = e(t)= {0 fir £ < 0 (4.44)
y(t) = g(t)xax(t) = / o(r) dr (4.45)
0

Beim P-T7-Glied:

K 1 K K
== _ (4.46)

:T15+1g s 3—|—Til

—oy(t) = K(l—ef%l) (4.47)

Y(s) = G(s)-X(s)

Vergleichbar mit Laden eines Kondensators an Gleichspannung ab t = 0 und Verstédrkung der
Kondensatorspannung um K.
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Sprungantwort Erfolgt die Anregung mit Rechteckimpulsen der Flédche 1, die sich der Delta-
Funktion anndhern, erscheint am Ausgang die Sprungantwort g(t) o—e G(s).

1 ..
oh (1) = {m fir 0 = 6= hn (4.48)
0 sonst
hy, sei eine Nullfolge positiver Zahlen (4.49)
t
m(®) = o [ omar g (1.50)
n S
g(t) = lim g(r) (4.51)

n—oo

y(t) ist Losung der homogenen DGL mit y(0), ¢’ (0) = 1 (keine verschwindenden Anfangsbe-
dingungen).

Frequenzgang H(w) vergleichbar F'(w) in ET3

v" +py' + qy = 2(t) bekanntes System, y(0) = 3/(0) = 0 (4.52)
et fiir t <0

x(t) = { (4.53)

0 sonst

y(t) = H(w)z(t) Losungsansatz (4.54)
1 1
= H(w) = - - =—— =G(jw 4.55
) ol +rw+a  Pw) OO (459
y(t) = Gw)z(?) (4.56)
Re(A;) < O fiir alle 4 (4.57)
In Worten: Den Frequenzgang H (w) erhélt man, indem man in der Ubertragungsfunktion G(s)

s = jw setzt und somit die Ubertragungsfunktion auf der imaginéren Achse nutzt.

Als Bedingung muss G(jw) iiberhaupt definiert sein bzw. existieren. Dies ist der Fall, wenn
L7HG(s)} = g(t) absolut integrierbar ist. Hierfiir muss der Realteil aller Nullstellen des
charakteristisches Polynom P(s) negativ sein. In diesem Fall sind die e-Funktionen in g(t)
beschrinkt, siehe Seite [16.

Angewandt auf dass P-T1-Glied ergibt sich:

K
Gls) = oy T (s + Til) ~ Nullstelle bei — A <0 (4.58)
K
= G(jw) = Tiiw i1 Frequenzgang (4.59)
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4.6 Zusammenschaltung und Zerlegung von Systemen

Reihenschaltung

X(s) o Y (s)
(1) o a/ox(T) dr

P-Glied ecinfacher Verstirker

x(t) y(t)

G(s) = aé
2(t) o— X(s)
a/x(T) dro—e Y (s)
0
G(s)=A unabhéngig von s
Y(s) =AX(s)
y(t) = Ax(t)

(4.60)
(4.61)
(4.62)

(4.63)
(4.64)
(4.65)

(4.70)
(4.71)

(4.72)

(4.73)
(4.74)
(4.75)



P-T-Glied als Integrator in Kreisschaltung und umgekehrt

G(s) = =—- (4.76)
Tis+1 T 1
X(s)[ 4 N1 Y(s) 18 ts—(-4)
Y 5 K !
A=7 A= q
1 A —2
Gs)=A- —— = — = (4.77)

s— A _X'1+1.(_§)

Systemzusammensetzungen aus P-T7-Gliedern einerseits und P- sowie I-Gliedern andererseits
sind gleichwertig. Also kann jede Ubertragunsfunktion als Netzwerk von P- und I-Gliedern
dargestellt werden.

Zerlegung Sei G(s) eine beliebige echt gebrochen rationale Ubertragungsfunktion. Die Par-
tialbruchzerlegung von G(s) liefert eine Darstellung als Summe von Ausdriicken zweier For-
men.

1. Form: mit A als reeller Nullstelle des Nennerpolynom von G(s). Diese Form ist

(s = A)F
direkt in P-Ti-Glieder zu iiberfithren.
AS + B . . 9 . .
2. Form: —————— mit A, B,p,q € (R) wobei s* + ps + q keine reellen Nullstellen besitzt.
(s2+ps+q)
Es werden zwei neue Variablen eingefiihrt:

24+ ps+q=(s—a)’+b*=5>—2as+a*+1? (4.78)
2
p 2 p
=—=, b=q——>0 4.79
a=-3, 9= (4.79)

Damit ist folgende Zerlegung mdoglich:

As+B  A(s—a) Aa+ B
G010 G-+ —al 4P (4.80)
1 e
A
A(s —a) s—a
L - 4.81
)(s—a)2+62 LA b2 (4.81)
s—a A-(s—a)
b b
Aa+ B Aa+ B o 5 a
1) = _Zar2, (482
(s—a)>+b b 1+1'< b ‘ b )
S—a SsS—a

Fiir den Schaltplanﬂ gilt: + wird zur Parallelschaltung, - zur Reihenschaltung.

fsstlmwe, 7. Februar 2002

'MRR geschuldet.
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