Wiedergegeben werden Ausschnitte der Vorlesung Analysis 2 von Prof. Barbirz im Sommer-
semester 2001 am Fachbereich Elektrotechnik und Informatik der Fachhochschule Hamburg.
Fiir die Richtigkeit wird keine Gewihr {ibernommen.

5 Integralrechnung

5.2 Das bestimmte Integral

5.2.3 Eigenschaften des bestimmten Integrals

a
14.03.01 1) Integral mit gleichen Integrationsgrenzen: /f(m) dr =0
a
b a

2) Vertauschen von Integrationsgrenzen: / f(x)de =— / f(x)dx

a b

b
3) Zerlegung des Integrationsintervalls: /f(a:) d:c—/f(x) da:—i—/f(x) dx

b b
4) Vorziehen eines konstanten Faktors: / cf(x)de =c / f(z)dx

brw N
5) endliche Summe von Funktionen: / [Z fk(x)] dx = Z /fk(a:) dz

a

N b
6) Linearkombinationen: /Z ek fr(x) doe = Z Ck / fr(z) dx

u k=1 k=1

5.3 Das unbestimmte Integral

5.3.3 Grundintegrale

21.03.01 1) /xp dx = +C  (p#-1)



5) /sinxd:v:—cosa:+C
6) /cosxdwzsinx—l—C
7) /tanxdx:—ln|cosx]+0

8) /cotxdx:1n|sinx] +C

9)/ de :/(1+tan23})d$:tanx+0

cos? z

d
10)/,;3 :/(1—|—cot2x)daz:—cotx—|—0

sSm- T

er —e "
11) /sinhxda::/Tda::coshx+C

12) /coshxdx:/%da::sinhijC

e2r — 1
13) /tanhxdx = / T dx = In(coshz) + C

2z 1
14) /cothxdx:/€2x+1dx:ln\sinha:|+0
o2t _

d
15) / cos}glga; = / (1 — tanh®z) dz = tanhz + C

d
16) /733:/(—1+coth2x)dx:—cothx+0

sinh?
da arctanx + C4
17) /—2 = arctanr = § — arccot x
L+ —arccot x + Cy
18) / da Artanhz +C; : |z| <1 Artanhz = §In {12 1 | r 41
_ —In
1—2? Arcothz +Cy @ |z[>1 Arcothz = $In £ 2 Jz-1
dx
——— —arcsinz+C : |z|<1
N a
dx
———— = Arcoshz+C : J|z|>1 Arcosh:v:ln‘x—l— xQ—l‘
= 2] v
T
21 ——— = Arsinhz +C Arsinhx:ln‘:n—i—\/x?—l—l)
) /\/1—|—£L'2




5.3.4 Berechnung bestimmter Intergrale mit Hilfe von Stammfunktionen

if@ﬂr=ﬂwaw:F@ﬂz

5.4 Allgemeine Integrationsmethode

5.4.2 Integration einer Linearkombination

Integrationsregel 1 Homogenitét: /af(m)dx = a/f(:p)dw
Integrationsregel 2 Additivitsit: /(fl(m)dx+f2(x)dx) = /fl(:c)dx—l—/fg(x)dx

5.4.3 Integration durch Substition

Integrationsregel 3 F(x /f Ydx = /f = F(u(t))
mit der Substition x = u(t), dt =u/(t), de =/(t) - dt
Uberblick iiber einige mogliche Substitution
28.03.01 If (a:, va? — mQ) dr: T =a-sint,dr=a-cost-dt,t = arcsing

I f (x, vVt — a2> dxr: = =a-cosht, dr=a-sinht-dt, t = Arcosh Z
a

Weitere Substitutionen im Stécker, Seite 484.

wichtige Ergdnzung bei der Berechnung bestimmter Integrale
fiir den Fall der Nutzung einer Variablensubstitution

Beim Ubergang zur neuen Variablen t ist es auf jeden Fall zweckmiflig, die Grenzen ebenfalls
zu substituieren. Die Riicksubstitution entfillt.

tg:u(l‘z)

7ﬂmm= / ﬂmmwww=ﬁwmﬂ

t1 :u(a:l)

to

t1



5.4.4 Integration eines Produkt, partielle Integration

Berechnung von /f(x) -g(x) dx
I Spezialfall: g(z) = f'(x)

Integrationsregel 4 /f(:z) f(x)dz = = f*(x)

IT allgemeiner Fall

'LLIU = Uuv — uv

Integrationsregel 5 /u’(x) cv(z)dr = u(x) - v(z) — /u(m) ' (x) dz

III Sonderfall: f(z) =1

Integrationsregel 6 /g(:c) dr =z - g(x) — /x ¢ (x)dx

5.4.5 Integration eines Quotienten

Berechnung von / @ dx
9(x)

I Spezialfall f(z) = ¢'(x)

/
Integrationsregel 7 /g((x)) de = ln‘g(az)] nur fiir g(x) # 0
g(x

IT Spezialfall: f(z), g(z) Polynome
Fall 1) g(z) vom Grad 1, f(x) vom Grad 0, d. h. konstant

c/ de zgln|al‘+b\
ar+b a

Fall 2) Verallgemeinerung

Integrationsregel 8 /M dr mit Grad g(x) > 2

g(x) Grad f(z) < Grad g(x)

1a8t sich immer durch Partialbruchzerlegung losen. (Bei unecht gebrochenen Funk-
tionen wird durch Polynomdivision ein ganzrationaler Anteil abgespalten.)

Siehe Stocker Seite 487 f. oder Tutoriumsmitschrift vom 27.06.01 fiir Hr. Djengas
Methode mit A = limg_.,, - - - .

04.04.01 Fall 3) allgemeiner Fall mit Nennerpolynom Grad 2, Zahlerpolynom Grad 0
Siehe Mitschrift vom 04.04.01, Seite 4—4 f., oder Stocker, Integral Nr. 63, Seite 819.



5.5 Numerische Integration (Teil 2)
b

Niherungsweise Berechnung von / flx)de =F

aus gegebenen Wertepaaren (xi, f(xz)) = (zi,yi), 1 =0---n,a=2x9, b=,
—a

einer dquidistanten Zerteilung x; = a + 7 - h, Streifenbreite h =

Zur Losung geniigen die Stiitzwerte f(x), die Rechenvorschrift f(x) muss nicht bekannt sein.

14.03.01  5.2.5 Numerische Integration (Teil 1)

1) Rechteckformeln

b n
[ r@yds= 1y (6
. i=1

Spezielle Wahl der &;: b

D &=2i1:f(&)=yi1 ~ /f(x) dx ~ thifl
s i—1

) &=z :f(&)=w ~ /f(ac)dx%hz:yi

| >

n—1
(yo +2) i +yn>

2) Sehnen- oder Trapezformel / f(z)dx =~
2 i=1
04.04.01  5.5.2 Keplersche FaBregel

b—a
2

/bf(x”“g (F@+ar (45 +10)): =

11.04.01  Ohne Beweis: Die Keplersche Fafiregel liefert den exakten Integralwert bei beliebigen Polyno-
men 3. Grades als Funktion, iiber die integriert wird.

5.5.3 Die Simpsonsche Integrationsformel

b n %,1

2
Yo+ 4 Z Yok—1 + 2 Z Yok + Yn (geradzahlige Zerlegung)
k=1 k=1

—
g
&
o
8
Q
w| >



20.06.01

11.04.01

Fehlerarten
wahrer Wert [y : exakter Rechenwert, Normwert, ...
Naherungs-Wert [y: Ergebnis numerischer Integration, MefSwert, ...

absoluter Fehler A =1y — Iy

A, = Iv=TIw

relativer Fehler
Iy

5.6 Uneigentliche Integrale

5.6.1 Integrale iiber unbeschrédnkte Intervalle

A
Definition 1 Ist f(z) in [a, 00) definiert und dort beschrénkt und existiert / f(x) dzx fiir alle

a < A < 00, so bezeichnet man

o0 A
/f(a:) dr = Ah_g)lo/f(x) dr = )\li_}r& F(\) — F(a)

als uneigentliches Integral.

Fallls der Grenzwert endlich ist, spricht man von einem konvergenten, uneigentlichen Integral,
andernfalls von einem divergenten Integral.

Sinngeméf gilt: / f(z)dx = /\lim /f(a:) dx = F(b) — lim F(—=\)

A—00

A

Definition 2 Ist f(z) fiir x € R definiert und beschrénkt, und existiert / f(z)dx fiir alle
—-A
0 < X\ < 00, so nennt man

/f dz = lim /f de = lim [F(X) — F(=))]

ein uneigentliches Integral.

Falls der Grenzwert existiert, spricht man vom Cauchyschen Hauptwert des Integrals

5.6.2 Integrale iiber nicht beschrankte Funktionen

Siehe Mitschrift vom 11.04.01, Seite 5-7f.



5.7 Anwendungen

5.7.1 Mittelwerte von Funktionen

b
— 1
25.04.01 1) linearer Mittelwert pu=7= f(x) = 2 /f(x) dz
—a

b
= == 1
2) quadratischer Mittelwert 7o = \/y? =1/ f?(z) = e / f2(z)dx

Fiir beliebige periodische Funktionen x(t) mit Periodendauer T bezeichnet man:
T
— 1 1
1) Mittelwert T =x(t) = = / xz(t)dt = = /m(t) dt
T T
(T)

r
2

tm: Mitte des beliebigen Integrationsintervalls der Dauer T

2) Effektivwert —zeg = Va2 =\/22(t) =

5.7.3 Volumina von Rotationskdrpern

Durch Drehung einer Kurve y = f(x) um die x-Achse entsteht im Intervall [a,b] ein Rotati-
onskorper mit dem Volumen Vi:

b b
V><=7T/f2(x)dm:7r/y2dx

Bei Rotation um die y-Achse mit der Mantellinie y = f(x) ist fiir die Integration die Umkehr-
funktion = = g(y) erforderlich.

d
%—ﬂ/f@ﬂy



7 Fourierreihen

7.1 Darstellung periodischer Funktionen durch Fourierreihen
7.1.2 Definition und Konvergenz von Fourierreihen

16.05.01  Ist z(t) periodisch und erfiillt die Dirichletschen Bedingungen, so gilt:

oo
2
x(t) = % + Z:l (ay, cos nwot + by, sin nwot) ; wo = %
n=
mit den reellen Fourierkoeffizienten
2
aw = / x(t) dt
(T)
2
an = 5 x(t) cos nwot dt ; n>1
(T)
2 .
b, = T x(t) sin nwot dt ; n>1
(T)
7.1.3 Komplexe Darstellung
komplexe Darstellung der Fourierreihe
—+00 ‘
x(t) = Z ¢, e/t
n=—00
cp = % reell
%(an—jbn) n>1
“n = 1 .
s(a_n+jby):n< -1
c., = ¢ konjugiert komplex
23.05.01  Berechnung der ¢,, durch Integration iiber x(t)
1 —jnwot .
& =7 x(t) e dt fir allen € Z
(T)
ag = 2c¢q ; an =2 Rec, ; b, =—21Imc, ; n>1



7.1.4 Symmetrieeigenschaften

gerade Funktionen z(—t) = x(t)

4
an, = ?/:E ) cos nwot dt ; n>0
0
b, = 0; n>1
%an n>0
cp = reell
%a n:n <0
ungerade Funktionen z(—t) = —x(t)
a, = 0; n >0
b, = 1 i tdt >1
no= 5 sin nwg n
0
co = 0
—jzb, tn>0
Cp =

—|—]2b,n n <0

weitere Symmetrien Siehe Bronstein, Seite 417.



11.06.01 8 Differentialgleichungen (DGL)

8.2 Losungmethoden gewdéhnlicher DGL

1) Integration durch Trennung der Variablen Nur bei speziellen DGL anwendbar.

I) Trennung der Variablen
IT) Unbestimmte Integration
IIT) Auflésen nach y

2) Integration durch Substitution Einfiihren einer Hilfsfunktion u(z) = f(z,y(z)). Einset-
zen von u'(z) fiir ' sowie u(x) erlaubt in Spezialfiillen die Trennung der Variablen.

Jede DGL des Typs v’ = f(ax + by + ¢) kann mit der Substitution u = ax + by + ¢ (=)

u' —a

bearbeitet werden. Im Sonderfall y'=u gilt ¢’ = “5

DGL des Typs ¥’ = f () lassen sich mit der Substitution u(z) = £ bearbeiten.
Fiir den Sonderfall y'=u gilt ' = v/ + u, dabei wird y = ux gesetzt.

3) Integration inhomogener linearer DGL durch Variation der Konstanten
13.06.01 Typische Anwendung bei DGL 1. Ordnung: v’ + P(x)y = Q(z).

y = e—fP(a:)dx [C+ /Q(lﬁ) e-i—fP(:c)dz dx

8.3 Lineare DGL mit konstanten Koeefizienten
8.3.1 Loésung des homogenen Falls

Normalform der homogenen DGL n-ter Ordnung;:
v + a1y +agy™ P + - a1y + any =0

Allgemeines Verfahren:

I) Losen der charakteristischen Gleichung

2

4 ar™ T Fagr™ ™ a7 Fa, =0

IT) Ordnen der Nullstellen 7; (reelle und konjugiert komplexe) nach ihrer Vielfachheit.
IIT) Aufstellen der Gesamtlosung als Linearkombination der Einzellosungen fiir jede Nullstelle r;.

— einfache Nullstelle r; : Einzellosung c; e"i*

T T

— m-fache Nullstelle r; (m > 2) : Einzellgsung (Cz}l +ciox + -+ chmm_l) e
Gesamtlosung: Summe aller Einzellosungen.

¢; und ¢; ., sind willkiirliche Konstanten.

10



20.06.01

8.3.2 Lésung des inhomogenen Falls

Normalform der inhomogenen DGL n-ter Ordnung;:

™ +ary" Y Fagy™ P a1y + any = g(2)

Uberlagerungssatz (Superpositionssatz):
Es sei y,(x) eine spezielle Losung (partikulire Losung) der inhomogen DGL. Dann erhélt man
die allgemeine (vollstindige) Losung mit

y(w) = yp(x) + yn(z),

wobei yp,(z) die allgemeine Losung der homogenen DGL ist.

Es gibt kein allgemeines Verfahren fiir die Berechnung einer partikuldren Losung. Stattdessen
ist ein Ansatz zu wihlen. Der Ansatz fiir eine partikulidre Losung sollte vom Funktionstyp sein,
den die Inhomogenitét darstellt.

a) g(z) = ¢ = const : Ansatz y, = k = const
~ apk =c~ k = <
an
b) g(z) = Polynom vom Grad n
Ansatz: y, = co + 1z + o2 + - 4 cpa

¢) g(x) = harmonische Funktion (sin, cos)
Ansatz: y, = ¢ - cos(kz + c2) , c1, 2, k = const
oder y, = acos kx + bsin kx, a,b, k = const
k wird zweckméBigerweise entsprechend dem sin kx bzw. cos kx der Inhomogenitéit gewéhlt.

d) g(z) = Exponentialfunktion
Ansatz: y, = c- ek ¢, k = const

eventuell erweiterter Ansatz: y, = (co + c17 + c2x? + - -+ + cpz") -
k wird zweckmiBigerweise entsprechend dem e der Inhomogenitit gewshlt.

Fiir den allgemeinsten Ansatz wird k komplex.

Ist k eine m-fache Nullstelle r; des charakteristischen Polynoms, so wird der Ansatz

yp = cx™ ef* empfohlen.

Zur Ansatzwahl siche auch Papula Band 2, Seiten 464, 491 f. und 549.

fsan2brb, 29. Juni 2001
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